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L os Nouveoux Precis Breat sonl corpus pour apporter a ux £tudionti on 
classes preparatoires line aide efficace dans leur travail. Taut en con- 
servant la rigueur des editions precedentes, nous nous sommes efforces d'apla- 
nir au mieux routes les difficultes inherentes ou discouFS scientifique. Nous 
sevens per experience quo le rythme do b prepa nbvtorise aucune perte do 
temps, et nous pen sons qu'une explication del re et precise permei d'eviler ou 
lecteur tout « blocage b inutile. 

Strictement conforms au nouveau programme, cet ouvrage s'adresse a tous les 
etudiants de deuxierne annee de la filiere MP. Chaque chapitre eat divise en trois 
parlies comptementoires. 

■ Le Cours. qui presenfe les prirveipaux roisonremenfs 6 camprendre et e 
connattrs. accoiripagnes do rombreuses applications directes aFin d'assimi- 
ler immediatement les notions traifees. 

■ Les pages Moth odes, qui conferment deux rubriques in dispensable! d la 
progression personnel le: L 'essence/ permet de memariser rapi dement tout 
ce qu'il but retenir du chapilre, et la Mise en oeuvre expose le* grondes 
metbodes of in d'acquerir les bans « reflexes » en situation, 

■ Les Exerdces. classes parriiveaux de diFficulte, don l les solutions detainees 
sont enrichies d'aaluces et de conseila (precedes des logos £ ou d ). 
Certains exerdces sont accompognes de courtes indications,, comme en 
colic : Ef suffit porfois d'un petit « dedfc » pour demarrerl 

ll nous eat poru nec&ssaires d' act order aux Methodes et oux Exerdces une 
place equivalente d cede du Court En effet, I'apprentissoge ne peut pas etre 
efFicaoe sons combiner etroifement ces trois dimensions; com prendre, savoir 
bire ei s'entraTner. En revanche, s J it organise intelllgemment son Irovoii, r&tu- 
diont pourra s'omefiorer dons toutes les disciplines en geronf ou mieux son temps 
et ses efforts, principal condiiion de b reussite. 

Am si, les etudionts d& MP dispose ronl, on elecIranEque, d f un outil de travail 
com plat, adopts au ryitime sautsnu die cette seconds annee de preparation aux 
concours, 



Nous esperoris que ce nouveau Precis les aidera a passer avec reussite leurs 
epreuves, et nous rfepondrons vdonliers o loute suggestion, re marque ou critique 
par e-mail a I'adresse suivante: mFos^edrtion s-breaJ fr. 
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A. Signaux periodiques et signaux 
sinusoidaux 



La notion de signal est Ires vaste. En physique-, nuns appelons signal toute 
grandeur mesurable qui depend d’auires quantites relies que 1'espace, Le 
temps, La temperature, 1’edairemcnt, etc, En general, un signal pent are 
tnodclisc par une function mathemadque d’unc cn» ptusicurs variables- Dans 
ce cduts, nous nous interessons aust signaux electriques variables a vet le 
temps. 



A.l. Caracteristiques d'un signal perio clique 



Definition 1 



Un signal clcctriquc (tension ou courant) j(e) cst dit perindique s k il 
rcprend identiquement La mtmc valeur a interval les dc temps egaux ; 

3T e (R tel que Vi € on a sit +-T) = stt). 



■ L’mtervalle de temps minimal necessaire pour retro ov er la meme val e ur de 
la function cst appelc periods T ct s'ejtprime en seconds (a). 

La frequence / du signal, exprimee en hertz (Ha), eat 1‘inverse de la pfrksde T 
(cn a) : 



/ = 



l 

T 



1 , L'intSgri Is ns dfrpand pas Hw 
nntiirvillaehoisi. Un changflmBnt 
da variable perm-acdi? sa ramcrw 

a |D. T| rc n il ici alkgn les 

secures dans la enure. M ais il «st 
toujoura possible de choiair nn 
inlfirvnlli! mivuD arinple au cas 
AtudU. 



- La vaJeur muyenne S d’un signal peiiodique CST, par definition, calculee 
sur un mtctvallc dc temps dc la largcur cst egale a une pen od e 1 ; 

1 f r *T . ] fT 

S = ^J t(u)d« = Sit)dt, 

Cette valcur moyenne* expnmce dans La meme unite que Le signal,, est inde- 
pendante du choix de la borne inferieure f de ] 1 interv r aLle. 

La valeur moyenne I d'un courant periodique i(i) correspond A I'm tensile du 
courant continu qui foumirait la meme charge [q =■ IT) pendant un inter- 
valle de temps egal a une peiiode. 



- Le carte de la valeur efflcace S eff d'un signal periodique est egal a la 
valeur moyenne du earns de ce signal, soil : 



■®#tf = * 2 ( 1 3 d ( r 

Calculons L'energie dissipee pendant une periode par un courant prrindique 
t(r) dans une resistance : 



mat " i 2 (i)dr = RT^T- 

Nous constatons que la valeur efficace d'un courant peiiodique correspond a 
l'intensite d'un courant continu qui produirait stir un intervalle de temps egal 
a une periode la meme pertc d‘energie par effet Joule. 



Chapitra 1 : Ann jrsif h.ir-nonkiuij H un signal 
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A. 2 . Caracteristiques d*un signal sinusoidal 

* Le regime sinusoidal force a ere ctudie en premiere mute. Nous avons a 
cette occasion rencontre dcs sign aunt sin uso'idaus. 




Fig, 1 ' FtepneEfntatiim dans la 
Hcmaira [ijrnpflrpld'urli signal 
finusD*dal. 



Definition 2 



tin signal physique .on est dir sinusoidal si son evolution tempore lie peut 
se mettre sous La forme : 

si t) = S Ul cos ( fat + (p ) avec S m > 0. 



La grandeur 5 m , exprimee en volt pour une tension ou en ampere pour un 
courant, represente V amplitude du signal. 

La quantirc wi + tp cst lapfttua a Tirstanr f* ou phase ir ut a ntan i*, du signal- 
Elle s’exprirne en radian (rad). La phase aborigine dea temps, ou phase initiale, 
esi <p . HLLf esi deflnie modulo 2rc. 

La grandeur to, exprLtnee en tad a" 1 OU i 1 esi appelee pulsation du signal . 

* Un signal sinusoidal est un signal penudique ( Jig. L doni il est facile de cal- 
culcr la frequence / ct La periodic T en function de sa pulsation. La periode 
correspond a PmtervaUe de temps pour lequel la phase varie de in.. Nous 
a von a done : 



T - 7 - ^ (cn s) ou / = ^ S (cn 

J tU I jL. It 

-Ccmune I’integrale d 7 une sinusoids sur une periode esi nulle il en est de 
memc pour La valeur moyennr d'un signal sinusoidal : 

i F 

S * ;j;J S M CC»{|0M-V)df- O- 

— Un peu de trigonometric nous permet de calculct la valcur efficace d'un 
signal sinusoidal. En effet : 

i f S m ct3i2 (cat + 9) dl 

i Jq 



2 ■■* 
S mf T 1 + c<ys|2-(tat + q>>] . ^ 

tJ* 2 2 



-TL existe une relation simple entre la valeur efficace ct ^amplitude d’un 
signal sinusoidal : 



S 



tU 




Cette interpretation physique de S 'amplitude est possible car 1 'amplitude d’un 
signal sinusoidal est un invariant temporal. Conviderons en edel un signal 
sinusoidal : 



J(l) - S m sin(03J ■+ qp). 



Par translation tcmporelle dc t nous obtenons : 

i(f-t) = S^sinltflft-t) + tpj = S m sin[oj( + (<p-a>i)). 

La translation temporclle resufre en un changement de la phase a l'otigme, 
mais ne mudifie pas ]' amplitude du signal. 



Copyr i phtc 

tiburs 





B. Decomposition en serie de Fourier 



Theoreme de Fourier 

L' elude dcs signaux. sinusoidaux est essentielle car te theorem? de Fourier* 
■done les hypotheses (foncrion bornce, nomhre fini de discantmuites. sux line 
period?) snnt tnuj nors verifiees pour let signaux rencontrCs etl physique, per- 
met de detom poser tout signal periodique en une somme de signaux 
sinusoidaux. 



Theorem? 1 



Tome fonetion reelle j[x) periodique, de frequence/, petit s'ccrirc sous 
La forme d'urse wmtw inflate 4* 1dn?tions sinusoidal?* (u m 
mg&mmimque) ; 

4- A* 

sit) =■ o 5 + ^ | xi ^ cos ( mat > + 6 n BiD(HCM)] t avec to = 2it/ r 

lit 

Les coefficients O, Ct fr„ sont reels et peuvent Ctre calculen □ partir des 
expressions suivantes : 

2 fT 2 r T 

a =- f(t)c«(Qttr)dF ct r(f) sin ( Piffled f. 

1 J ci i J o 



1. Pisiji culiului ces itifigr-Bles, il 
suH'n tffl irandonner unproduh di 
smtsodsE ei ura denis scmnie 

|‘? qiirKiirilrii.: l aisquel. £• !\ r .•II. 

las integrates das sinu-KJides da 
pulsation (0 ± iT' ini sont nulls s. 
Si n = m, cm | ( n - * i 

a £n[(i?- r| = 0 



Cette decomposition si^nifi? que les foneiions cos(ntnr) et sin(flaai) consti- 
turnt une base orthogonaLe de Fetpace des functions. eonsiderees, verifiant 
pour » et »i entiem : 

r T 

V n, pij , I cos(nmr)sin(rwair(dr = 0. 

Jg, 

Vmsjh, ( cos/ near) cos (mein) dr = 1 stn(nmj , )sinfmtu[)di = 0, 

■J<v J? 

f T ,T J 

Vli^Q, I cos 2 (»wx)dr = sin 2 (nwr)dr= — - 
Ja Jp 2 



Ltt constant? -3 g represent? !a valevr moytniw da signal j(r). 



Definition 3 



La constants % est appdcc composant? continue dm signal periodique- 

Les frequences des composantes sinusoidales sont des multiples de la fre- 
quence / du signal periodique decompose. 



Definition 4 



- La frequence = / correspond an frmdnmcntaJ. qu premier harmmique 

<"* I K 

- La frequence /,, = nf correspond a Tharmonique d'ordre « (n > 1). 



S3 



Chapilro 1 : Analyse harmnn ir|uci d'wn signal 








Appl ication 1 



Decomposition de Fourier d n un creiieau 

Consider™? un creneau, d’amplitude A et de periods T, defmt par une succession periodique d’impul- 

T 

sious reclnngu hires de hauteur A et de large ur ~ - L'cngine des temps eat chois-ie dc mamere a ce que 



1c signal sdt deenf par unc fonction /(f) paircj, cxplicitee ci-dessous pour la periods 



T T" 

y 2 



m «o vre 


- T Tr 
. 2 F 4 1 

[49 






A 


. m 






fit) - A Vfe 
















fit)* 0 Vfe 


IT T"| 
















J 4 T 2 J 


-T 


1 


T 


T 


r 



* 4 



Caleuler lea coefficients a n et b„. 



Solution 

Pour le ealeu] des coefficients ti M et iff,, nous dulliwnt la periode cenlree sur 0 : 
Coimtienfons par caleuler la valeur muyenne a 0 du signal : 




T 

H = yj'r 

‘7 




AT 
T 2 



A 

2 



La frequence / et [a pulsation to du tondamemal sont : 




et to 



Is 

t" 



Calculous les coefficients u M pour n > 0 j nous avons : 

t 1 

a„ - f(t)cm{n<M)dt = |j 4 T Acos(«wi)dt = 



rrto 



]‘i 



Ce qui nous donne : 



4A 
- — ^sin 



* HtoT 

En nous souvatant quo u)T - 2Jt s it vient r 



m 



2A . f n\ 

- — sm ji- 
ff n ^ 2 J 



„ - ~ pour n pair 



a. = 0 

a# = — pour Ksli+l 

TTJt 

2 A 

a. = - — pour n - 4 k ■+ 3 
tik 



Calculons les coefficients b. 



b K - ^ j* T A?in(nu>t)df - ^ 



2 fi 



2A 



T 

'I 

Lea coefficients b„ scute done nub, 



Cn!i{WLLlf ) 
nCfl- 



-,5 

].I = * 
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B.2. Fonctions paircs- ct impaires 

Les fonctions cosinus ct sir us sont rcspccrivcmcnt pairc ct impairc, Montrom 
que la decomposition de Fourier d'une fonction pairc ne camporte que des 
ternies en eosimis,, alars que Celle d p une function impaite ne ovapaitt que 
des tetmes en sinus. 

* Considerons une fonaion /(i) patre, e'est-a-dire telle que : 

fi-t) = /(f)- 

Montrons que tons les coefficients dc la decomposition dc ccttc fonction 
sont nuLs. Nous choisissu-ns un intervade d'integrarion symetrique par rapport 
i f = 0 S soil : 



[-HI- 



Calculous b„ > pour n > Q : 

b„ - = j * /( i) sin. ( dr. 



* I 

% f 2 



Decoupons rintervaUe d 7 integration en deus parties, c*est-i-dlie : 

T 

2 r" 



K = T /(Osin («wi)dt + |;j 2 /(f) sin (flWf)dt 



Effectuons un chargemcnt de variable (« = -f) dans La premiere integrate* il 
vient : 

. r 0 

I T /(F)sin(jTQ]f)dt = - J T /(- u ) sin (- /rtau )dir. 

"f t 

En tenant compte de la parne de / (r) nous avails done : 

k„ = | : /(w)sin(rt ciald u + ^ J z f{\ i) sm( n wi }di - 0 . 

* En procedant de maniere similaire, il est facile de inontrer que les coeffi- 
cients tt w pour unc fonction impairc sont nuls pour n & 0. En effort* on 
obtient aloes l 



J T /(f)Cus(nttif)df =- - J “ /( u ) cos ( maw ) da. 



Propriety 1 



* la decomposition en scrie dc Fourier d’une fonction |>e rind iq Lie pairc 
ne cOdlpone pas de tomes en sinus : 



j(r) = %+- 2 ^ t*„«>s(MtBr). 



hf - 1 



* La decomposition en serie dc Fourier d 'une function perindiqtie impaire 
ne compone quc dm tenues en sinus : 



s{l) = ^ b„ sin 1 n tflt ) . 



ft - L 



Qwpltra T : Analyse 1 harmonique d un signal 
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C, Spectre de Fourier 

et representation frequentielle 

C*l, Invariance temporelle 

* Effecruons unc translation temporcHc,, ou un changement d’origine des 
temps „ sur urtc Fonction periodique Si nous appliquons ecttc translation 
a £.a decomposition de Fourier nous evon& : 

■f w 

i (t - t) - flc + { a„ cos | nw( t - t) ] + sin j w w( r - 1} J } , 

n = L 

En developpant : 

cos f »w( i - 1 }] = cos ( nwr) cos ( w-wt) + sin £ «tor) &Ln( n cot) 
sin[jg£ii{r-t>| - sin( Hftir)cos{ntuT) - cos(HWi)5in(MtiJt) 
ec en reponant dans regression precedente nous obtenons : 

1 ( 1 ! -T) = 4 d + ^ |a'cos(*tu>r} + (■' sin( no>F)J 

m - ] 

Bvee : 

( a' - a^cosfnoot) “ fr n sin(MeoT ) 
fr' - u B sin(MO)T> + & q cos(rtrt) 

L« coefficients a H et b n de la decomposition de Fourier* telle que nous 
] h avons definie, ne sont pas invariants par translation teirvpotelle, II est alors 
delieat de 3eur donner une interpretation physique, puisqu h ils dependent du 
chobt, a priori arbitraire* de Torigine des temps. 

■ Far contra, nous averts vu que pour un signal sinusoidal, I 'amplitude est un 
invariant tempore! et que souk la phase a I’origine est modified par une trans- 
lation tempnrcLIc. Essayons done d h rcrire la decomposition de Founer sous 
une autre forme faisarii apparaiue pour cheque harmunique une amplitude et 
une phase. 

Quels que soient a et b ikels, ii esc toujours possible de trouver e et tp reels 
tels que ; 

a cos (to/) + tsin(to/) = e cos (tcf + <p) 
car: e cos (. to/ + p } = c[co5£tfli)cosqj - sin(cot)sm<p]. 

Far Identification nous avons ; 

a — ccnsip et k — -csimp. 

Nous pouvons chnisir c positif (cfiramc une amplitude)* les quantites c ct 
sont alors deftnies par : 

e = Ja 2 + b z t co<su - 0 ei sinw - - r 

Ja* + b* Jd* + 

Si nous appliquons cc resultat, nous pouvons rcecrire la decomposition de 
Fourier d’une function periodique sous k forme suivanle : 

«♦ ■» 

i(r) = a«+ J c p ,eoi(Mair + (p J ,) 1 

IT* L 







5ri3T 




Cette expression peut sc gcncrallscr coiriine : 

+- 

- £ C'C<X}(rUM + <? K ), 

n = D 

en choisissant par exemple ; 

c* “ et costP'o * si^ne(%). 

Verffions que leg- coefficients c H atnsi cibtcnus stmi des invariants temporels : 

* *» 

Jtf-T )=a D + ^ ^casIraoUf-T) + qp„| ■ a 0 + ^ c rt Cds(ntflJ! + <p' )* 

* - 1 ■ - 1 

aveC : <p' ■ <p„-ntar. 

Une translation temporelle se traduit done par one modification des phases 
du fondamental ex des harmoniqnes- Les amplitudes restent inchangcc*. 



Propiiete 2 



La decomposition en serie de Fourier d'une function perio Jique peut ega- 
lement s’ecrire sous la forme suivante : 

+— 

a(/)»o ( + V r N eos'; ntor + tp P] ). 

H - 1 

Les amplitudes des harmoniques c„ soxix in va names dans toutc translation 
temporelle [ou changemem d’orlgine temporelle). 



C,L Representation frequentielle 

l^a decomposition de Fourier d'une lone Lion periudique rC.f) peut se resumer 
sous la forme de deux series intlnies de coefficients : 

Ces coefficients constituent le spectre de Fourier du signal j(r>. Ce spectre 
sc decompose en un spectre d'amplitudc 3 ^ ^ p ct un spectre de phase 

1.;l connaissance des deux est indispensable pour recanstituer le 

■signal j(J). 

Chacun de ces spectres peut etre represente graphiquemem par un ensemble 
de raies verticals ayant chacune pour abscisse la valeur de la frequence /„ de 
rharmonique represente et pour hauteur J h amplitude e rt ou La phase (p^. Les 
deux representations des spectres d’amplitude et de phase constituent la 
representation frequenrielle du signal. 



DflUnilion 5 



Le spectre de Fourier d’une function peri ’ iique est une representation 
grapliique des deux series infinies de coefficients I r n ] „ s (l et I tp y 1„ ^ 0 de 
sa decomposition dc Fourier, 

La premiere svric consume 1c spectre d 1 amplitude et la seconde 1c spec- 
tre de phase. 

Cette decomposition est analogue a (’analyse de la lumiere a Taide d’un 
prismcj e’est pourquoi F analyse de Fourier d’un signal periodique est egalc- 
ment appelce analyse specirale 



Ouipitre 1 : Analyse har Tiom<;uif cl'un signal 
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La representation de Fourier d’un signal sinusoidal est eifiremenient simple, 
chaquc spectre nc comportant qu'unc rate, Tou jours par analogic avcc tea 
ondt-H lumineuscsj uit signal sinusoidal est parkins qualific de manockroman- 
que, sa decomposition de Fourier se lLmitam au sen] fondamental, 



Application 2 



Spectre de Fourier d"un ercocau 



Reprisenter le spectre d’amplitude du cr£neau dont la decomposition de Fourier a ete determinee dans 
Fapplicaiion 1. 



Solution 

Nous, avion* tmuvc pour La decomposition dc Fourier le rcsultat suivant : 



A 2A . ( n\ w , 

“° = 3 « = n* Vn> « 

i,sO Vi, > 0 



Nous pouvons calculer les coefficients : 



et 



c t ■ N 



A 

2 







pour n pair et non mil 
pour n impair 




Le spectre d’amplitude reeheTche est trace ci-dessus. Seuls les hurmcmiques impairs sont presents dans 
ce spectre, Ll'auxrc pan, ^amplitude dc ccs harnioniqucs dccrott cn - teourbe cn tirets). 



C . 3 - Valeur efllcace et spectre de puissance 

* Calculous, a pareir de sa decomposition de Fourier, la valeur efficace ^■riF 
d'un signal periodique Par definition nous avons : 



r, i --.,. : >i r, h I- r\ r 

Cours 



T3 





Elevens au earre la decomposition ecritc sous la forme suivanre : 



s{t) = 



^c,ora(nfl» + (pJ 

If ®o 



nous awns : 



i.Cerwus averts chtnsi 

CBS fj- * 1 . 



t 2 i r) = ^ e* cos 2 ( new ■+ ip„ ) + ^ ?,£„ cos < new + «p„ ) cos ( mwr + ) 



H m fl 



n r j 



Or 1 : 



1 r l z a . j z j* a 
yj e fl cna-^dr= CnCOS-ff, = c n 

■i"! + eos( 2 nmx + Stp,,) 



V« > 0 f cos a (>itor + tp_)df = 

J i\ Jfl 



■'d, = I 



2 . Meine rsmB'qL'B gu'au et : 

par ay i aplie B.V POur la CBlCwl A*% T 

relations d'nrthflgnnBirti. [ CGs( ji Ct>( + $„) CO &( mWI + <p m )df “ 0. 

J 0 

Ola nous per met de calculer la valeur effieace du signal periodique : 



S e n — 





IT a l 



Cette relation est appelee coalite tie Dtsscl-Paneval. 



Theorem* 3 



Le Carre de la valeur eflicaCe J’ u.n signal p£riodique e&l eyal a In sonime du 
earns de sa valcur moyenne et des carrcs des valeurs eflkaces de ses har- 
moniques. 



■ Svpposons que le signal ctudie snit I'intensitc ift) traversant une resistance 
K ou la tension u (r) ausbomei de cette resistance. La puissance instantanee 
djssipce dans cette resistance peut s’ecrirc : 

P(0 = Ri 3 (t) - “W 2 (rj* 

Nous pnuvons done relier la puissance moyenne P dissipee sur une periode 
aux valeurs eRicaces de rimenimi ei de la tension : 



r» 4 / 0 r p( [ )<ir=lil^ = ^i r . 

A un facie ur dimensionnel pres (iei resistance on conductance), le carte de la 
valcur efficace d'un signal esi propartionnd a la puissance moyenne dlissipee 
sur une periode. Reprennns I’egalite de Bessel-Parseval ’ 




c,i +■ 




Nous pouvons introduire une nouvelle serie 
spectrale da puissance, delude par : 

l -' 

Po = 4 tt Vn > 0, P* = J 



{P„}p?.Q> UPPcWe density 

% .2 
*n + K 
2 ‘ 
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Lid entile pretedente skcrit alori : 



+ f0 




On appclk spectre dc puissance la seric tP„ [„ p „ defink par - 



p-= 5>v 



m = l> 



D. Synthese frequentielle d'un signal 
periodique 



En Louie rigueur il faul urt nombre infiili d’harmorjiques pour reCOiiSlituer uil 
signal periodique a panir de sa serie de Fourier. Cependant* en pratique, 
^amplitude c K des harmoniques dccroii lorsque » augments. Il esi done pos- 
sible d’obrenir une approximation du signal en tronquant sa serie de Fourier 
jiusqu'a nut certain rang. Lcs iieures 2 el: i iLlustrcnE ba synthese d'un crencau 
a partird''une serie de Fourier tronqike. La somme esi limitee respeedvemem 
aux Rings 3 ct 7- Dc nianicrc evidente rapproxtmation s’amcliorc lorsquc k 
□ombre dTharniuniques pris en Cumpte augmente. La synthase d’un cxeneau 
necessite cependam un nombre eleve d 'harmoniques car il compone deux 
disconrinuites qui som drill ciles a reproduce avec des sinusoldes. 



i'CO 












Fig. 2 - Syntnes-B d'un aeneau en GQi'SBrvanl ius-qu'au d?Ljoene hBrmoniqLB. 
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Fig. 3 - Syiil licst: d'un eriVnoHU iri ciinsiurvAnl juiq j'J fharmaniqui! du rghg 7. 





/ Thcorernt: dc Fourier 






* Toute function reeUe ijr) periodique, dr frequence /, pent s'ecrire sous la 
farmc 4’unc sonmw infinie de foiictiati$ $lmi$oi4iiUs : 



Les coefficient* a„ et i„ sont reds et peuvent circ caSeqjcs 4 partir des 
expressions suivantes : 



I o constante q 0 cst appclec composante continue du signaE penodiquc, 
La frequence /, = / correspond au fundamental, uu premier harmonique 



La frequence / fr = «/ correspond a Hiarmoniquc d'ordrr n fn > If, 

* La decomposition en serie de Fourier dune fraction periodique peut egale- 
mcnr s K ecnre souk la forme smvantc : 



Los. amplitudes des harmotiiques r„ sont iomiiotes dans route translation 
tcmpordlc fou changcmcBi d"originc tcmporelleji. 

/ Spectre de Fourier 

Le spectre de Fourier d’une function periodique est une representation 
graphique des deux series Lnfuues de coefficients (^1 n !3rfl , et f tp J „ „ 0 de sa 
decomposition de Fourier, 

La premiere sene consume le spectre d 1 iunpliiude et la seconde le spectre 
de phase. 

/ lipulite dc Hcsscl-Farntt al 

Lc came dc La vaEcur efficaee d’un signal period ique cst egal a la so mine du 
carre de -sa valtur moyenne et des carren des valeurs cfficacej de kck harmo- 
niques, 



j(r) = «(,+ ^ | oncost rttof) + &„sin(rttai}J + avec to - 2n /. 





0» = U- 




avec : 



c 0 - |a p | et co»tp fl = signe( 




n 







Chflpicre 1 jAmiE-vsff harmoniq d ura iigna! 




Mise en oeuvre 



Methode n n 1 



Comment calculer la decomposition de Fourier d’uii signal 
periodique ? 

-fr 5 a voir fairs 

1 O Rechercher des particularites du sign-ill : symetrieSj parity decalage en temps, decalage en I 
amplitude, etc, 

I © Scion Uts paniculantcs du signal choisir les bonnes d’une pet] ode pour detinir la foncnon | 
I dccrivant It signal ct i'intcpcr, 1 

© Calculer les mtcgrales- d<mnant les coefficients a n ct i„. 

I O Evenluellement, a partir des. coefficients a,, el b n , calculer les amplitudes c B rt les phases I 

! ! 



-» Application 

Calcuicr la decomposition dc Fourier du signal periodique suivant, dc period? T ct d’ampliiude E : 




Solution 



© Le signal esi impair : ii ne comport? done que des termes en sinus. 

T T 



Nolls efioisissons comme intervallc d'inregration la penodc — J- Sur ccr intervallc, nous 

pouvnns ecrire le signal soua la forme : 



j , 2E 
sill = Y r - 



© Nous pOuvonfi calculer les coefficients £> ri : 
T T 



b " ~ t/V *^ sin ( nB>f ^ f = tJV tairL{ 3TCUX >d.£ = — | J T fsim>wi)di, 

~1 "I ™ "f 

Integrum par parti? : 



l 

J‘ T tsinc FTtar jdr = | - j 



cos i i ) 

tit# 



i costwor) 



T 



Ft 



HW 



J:. 





L'inlCgralr de La fnnction cns(p«j'ti J sur n periodts entiercs est nulle. II nmis reste done ; 



CDS^Ha~j COR | -HtfJ-i J 



jV s ii.<, 0 »>d. ' [-'^^] t - -l 



wu 






^p CosOml 

JtW 



Nous avons done pt>ur b lt : 

4E 



b„ — 



T 2 



x f T eoa(Mftr i _ _ 

L «tf> J 



^cosOsnj . g^ cgsfwn} 



moT 



nn 



Lji deeoinptJ5,L[.iun de Fourier du signal- if/) a’-eeriL done ; 



In 

avee = — * 



a Nous avons : 



, ,h V 1 *rjCOS(«W) , . . 

i{i) = > -2E — - — sin (mm) 
*— ■ nn 

it ip L 



e fl = 0 ct % = 0 



et : 











. , i 2E 






- pour n pair 


'■ “ w ■ ™ 


et 


^n~‘ 


it 








- paur impair 



car -ros(HFi) = {- !') nVl ei iirup,, = f- ]r * 2 = (-l)", 



IB 



ChapilTn 1 : Analyse: harmnn>qu«! d'un stgnal 
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Niveau 1 

Ex I De com position de Fourier 
d un signal en dents de scie 

On cofitKUrt undpiladflii! 4* *ck d de perkde T 
td jue schematise sur In figure suit-ante. 




CaJculer les coefficients t u , z,, et <f* n d.« sa 
dccompcisiu&n. de Fo urier. 



Ex, 2 Etude d un si gn a I a parti r de sari spectre 

On donne la serie de F miner d"un signal came 
represenUinl nor tension ; 



= X 



n - B 



aMr 

( 2u + 3 Jji 



«rt[(2* + m0 2 r]. 



On ne ticnr comptc que dcs 5 premiers harmoni- 
ques non nuls. 

1) L'rs . , s le spectre du signal came . 

2) Pour recomposer cc signal-, on utilise ces 5 pre- 
mia is tiftrmoniques, 

a) n ne tenant cample que du spectre d'ampEi* 
rude determiner Ic signal recompose. 

b) En imam compre du spectre d’ampliuwk et du 

spt-.it:.- phase, determiner le signal recompose. 

C> Conclun 



Niveau 2 

Ex. 3 Decomposition da Fourier 

dun signal sinusoidal red res so 

1 'tj considere un signaS sinusoidal rcdresse* de 
piriode T M d'ftfttp^tude g s ( C | ^,]C xuhiinitiiui sur !□ 
figure suivante. 







Determiner la decomposition speceralc de ee signal. 



Ex. 4 Modulation 

On desire transmctire un signal avec information t(r) 
par un signal porteur p{i). 

Pour ccla d on utilise un dispositii cmeitam ic signal 
sufvim ; 

If*) * |C + r{0]j>m. 

Lii [HJrteusc cst un signal sinusoidal ; 

p(t] = FcosUlr). 

Pout I’infotmaiun nous eh oasis sons egalement un 
signal sinusoidal : 

I(ij - I cost car j . 

Ij pulsation de la porteuse est choisic trea grande 
devant «lle dc IWormwlcn ifl» en}. 

*) Exprimer sfrl sous la forme : 

j(j) = All + meos(«u)lcfts|£ij>, 

Le parametre m est appelc tame de modulation. 

b) Dkompcmtr en seek de Fourier le signal *{r) ec 
representer son spectre d ‘amplitude. Quelles raics 
fH.ifteni de rinfonnation r 

•c) Calcukr le spectre tie puissance du sinnml r ( r). 

d) Calcukr In fraction utile de puittAflte transporter 
Pour quelle vale lit de r*i cette fraction utile est-eLLc 
miisimale ? Co mm enter- 



Niveau 3 

Ex. 5 Decomposition de Fourier dun ere neati 

On conEidcic un creneau d"umplitude A, de 
periods T et de ra,pport cycliquc ra ( 0 < n < I >. 
Un tel signal est une succession penudique 
d’impulsicms hgqtangulaircs de hauteur A et de lar- 
geur .j cello que a = uT. Pour simplifier les calculs 
rums. eb™si¥S<Jfi? une orijpne Jus [asps telle que cm i 
signal soit decrit par une fbnedon f\ 0 pairc. 
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■ fU) 






















-T ff 


a 




T 


r 



2 2 



Calcukr let coefficient* a, et 

tf) Reprcwnlcr le spectre de Fourier de ce siftnutE 
periodiqLic pour u = (>,,3 _ 

t) Dcicrmincr ct rcprcsenncr la icniiic specualc de 
puissance du creneau el sun spectre de puissance 
jmur « = 0 V 1. 



Indications 



Remarque? que Ee signal cst pair er 3e dccrirt 

T T 



Hur la periode - — , — 



h} Me pah uhrrcher a decomposer Sr sign a I it < 
eii miLi&am !:- fonniaSrs ge-LirrakH dormancies fimf- 
fii,-|t:ri1s a, ei t„, ("n r^u dr (T*B(HHJn*fct™ ‘'ullir 



h) Cm Sera apparruire Lj fbncnim ssrnis cardinal 
defime par : 

sin i| x) 

X 



sine f x I 



Chspltre t : Analyse twirvomaue dun signs. 



p'vTlqhi®' iij'CTlal 



20 







exerczces 



Solutions des 




Exercices de niveau 1 



Exercice 1 






Dn applique la netted e n : 1. 



Ix: signal cst unc Fonction paire et de valcur moyenne nulle (cj<j = 0), sa decomposition en serie de 

Courier ne cotnpone done que des tenues en cosmus, Pour ealeukr les coefficients a w , nuns choisis- 

T T' 



snns un interveUe d'integratLnn symetrique par rapport a 0 i [— — , “"j- 3VOHS alors ’ 

= t j 2 T /{t)cas(fcajf) J tree to - ^ 

"2 

Surest intervalle nous pouvons ecrire la fonction f(t} deerivant le signal sons la forme : 

[-M 

/(f) =1-4“ pour f e [0,1], 



/(f) - 1 + 4 ^ pour I £ 



Ce qui nous donne : a M = ^ j T ^1 + 4 ^ jcos(tttijr) dr + ^ j J | L -4^ |c*s{ntiix)dx, 

2 A #0 ft J 

Soit : — + j j f eo*(neii)df“ — icM(ji(or)df_ 

2 Z 0 

Le premier terrtle (integrale d’une sinusoide sur une periode) est nul. Corarae la fonction Xcos( n(i)0 
csi impalre* nous pouvons ecrirc, en effecruant un ehangement de variable (« = x) dans le troisiemc 
Lerme r 



ft r fl 

13 « - T a J r 



xcos( ?riox ) li 



B f - 2 
T 2j 0 * 



CO£ ( ntilxf ) d u . 



£ ! e qui nous donne : 
Integrons par partie : 

Soit t 



IS r* 

^ T Xcos(nWf)df, 

f°. ,«.!«) d. = r. ™.g>.tn° T . r 4 Jr . 

J_I l f.-hvh J-4 J I Hta 



Ei 



I T XCgs(«ti>fjdf - - 



f fl 

T f COs( prtOf)df = - 



T 

2 


V 2 J 

+ 

fWi 


r cos(?fM r)! 0 

L c™> 2 -4 


sin 

T 


H) 


i - coh[ j 


2 


uto 


(«B>) 2 



